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Introduccién Valoraciones de un lenguaje formal

La semantica es la definicién de un conjunto de significados Recordamos que el conjunto hx (?e !05 simbolos P, 4, 15 s, f,... que
(generalmente verdadero o falso) que se puedan asociar a una férmula representan las proposiciones atémicas de una férmula se suele denominar
Permite definir la validez de una férmula o de un razonamiento. signatura:

Los sistemas de demostracion son sistemas formales que permiten T={pgrst. .}
averiguar cuando una férmula o un razonamiento son validos. En el
contexto de la semantica se denominan teoria interpretativa.

Los sistemas de demostracién se suelen dividir en dos clases: sistemas
directos y sistemas indirectos (o por refutacién). Los primeros aplican
una cadena finita de reglas de inferencia hasta llegar a la férmula que se
quiere demostrar. Los segundos aplican la técnica de reduccién al
absurdo.

Como sistema de demostracion directo estudiaremos las tablas de verdad
y como sistema indirecto el método de los tableaux.

Definicién
Sea L el lenguaje de la légica proposicional. Una valoracién del
lenguaje L es cualquier funcion

v:¥ —{0,1}

de la signatura ¥ al conjunto de dos elementos {0,1}. El simbolo 0
representa el valor “falsedad” y el simbolo 1 el valor “verdad"”.



Valoraciones de un lenguaje formal
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Ejemplo
Si¥ = {p, q}, podemos representar las cuatro posibles valoraciones de
T

= {01} ¥ = {01} £ = {01} £ = {01}

P — o P — o P - 1 P —

a o o a o 1 a - o e o 1

por medio de las filas de la tabla a).
De forma similar, si ¥ = {p, q, r}, podemos representar las ocho posibles
valoraciones de ¥ por medio de las filas de la tabla b).

Evaluacién semantica de férmulas

Dada una valoracién v : ¥ — {0,1} nos interesa extender su definicion
a todas las férmulas proposicionales definidas a partir de las proposiciones
atémicas de ¥.

Esto no permitira establecer los valores de verdad (veritativos) de esas
férmulas. Como es de esperar, la definicién de la extensién de una
valoracién tiene caracter recursivo.

Nota: En lo que se sigue usaremos la forma abreviada para las férmulas
proposicionales.

Como primer paso tenemos que definir, para toda valoracién
v:X — {0,1}, los valores que toman los conectivos logicos.

Valoraciones de un lenguaje formal

Observacion
Usando una demostracién por induccién se puede verificar que si &
contiene n elementos, entonces hay 2" posibles valoraciones de .

Valores de verdad de los conectivos l6gicos

Valores de verdad de los conectivos légicos

(—): Los valores de verdad del conectivo légico negacién, v-,, residen en
que la férmula —p es verdadera si y sélo si p es falsa y,
reciprocamente, que —p es falsa si y sélo si p es verdadera.

Ejemplo

Sea p = Luis tiene 18 afos. Entonces —p = Luis no tiene 18 afios es
verdadera si es falso que Luis tiene 18 afios y es falsa si Luis los tiene.



Valores de verdad de los conectivos l6gicos

(A): Laférmula pAg (py q) es verdadera siy sélosi py g son
verdaderas simultaneamente.

Ejemplo

Sean p = Luis tiene 18 afios y q = Maria es espafiola. Entonces p A\ q =

Luis tiene 18 afios y Maria es espaiiola es verdadera sélo si es verdadero

que Luis tiene 18 y es también verdadero que Maria es espaiola.

Valores de verdad de los conectivos l6gicos

(—): Para establecer el significado de la férmula p — g (p implica q),
debemos tener presente que en lenguaje natural este enunciado
encierra una relacién de causalidad, que no siempre aparece al
utilizar este conectivo en el ambito formal.

En el lenguaje matematico, p implica g quiere decir que si p es
verdadera, necesariamente q es verdadera, o lo que es lo mismo, que
es imposible que g sea falsa si p es verdadera. Por tanto el anico
caso en el cual p — g puede ser falsa es si p es verdaderay g es
falsa.

Las férmulas atémicas p y g son, respectivamente, el antecedente
o premisa y el consecuente o conclusion de la férmula p — g.

La féormula ¢ — p se denomina sentencia reciproca de la
sentencia p — g, y la sentencia —g — —p sentencia
contrarreciproca de la sentencia p — q.
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Valores de verdad de los conectivos l6gicos

(V): Laférmula pV g (p 6 q), es verdadera si y sélo si p es verdadera
o g es verdadera o ambas p y g son verdaderas.

Ejemplo

Sean p = Luis tiene 18 afios y q = Maria es espafiola. Entonces pV q =

Luis tiene 18 afios 6 Maria es espafola es falsa sélo si es falso que Luis
tiene 18 y es también falso que Maria es espafiola.
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Valores de verdad de los conectivos l6gicos

Ejemplo

Sean p = Luis tiene 18 afios y q = Maria es espaiiola. Entonces p — q
es falsa sélo si es verdadero que Luis tiene 18 y es falso que Maria es
espafiola.
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Valores de verdad de los conectivos l6gicos

(4»): La féormula p <> g (p siy sélosi q) es verdadera cuando p y g
tienen el mismo valor de verdad.
Ejemplo
Sean p = Luis tiene 18 afios y q = Maria es espafiola. Entonces p <> q
es falsa si es verdadero que Luis tiene 18 y es falso que Maria es espafiola
o si es falso que Luis tiene 18 y es verdadero que Maria es espafiola.
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Tablas de verdad

Definidos los valores de verdad de los conectivos de la l6gica
proposicional, el principio de recursién estructural nos permite extender
una valoracién a todas las férmulas proposicionales.

En efecto, se trata de extender a toda férmula proposicional la funcién
valoracién v : ¥ — {0,1}, respetando las definiciones de los valores de
verdad de los conectivos légicos establecidos en el anterior parrafo.
Ademas, la unicidad de la estructura sintactica de cada férmula
proposicional nos garantiza que la extensién que vamos a obtener es
Gnica.
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Valores de verdad de los conectivos l6gicos

P 1G] Vop | Yprg | Ypvg | Yp—q | Vpeg
0|0 1 0 0 1 1
0|1 1 0 1 1 0
10 0 0 1 0 0
1)1 0 1 1 1 1

Cuadro: Valores de verdad de los conectivos
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Tablas de verdad

Definicién

Dada una valoracién v : ¥ — {0,1}, se asocia a cada férmula
proposicional ¢ un dnico valor de verdad (¢)* € {0,1} de la siguiente
forma:

Definicién recursiva de una valoracién
(At): (T) =1, (L)*=0 y
(p)” = v(p) para toda proposicién atémica p.
(=): Si ¢ es una férmula entonces (—(¢))" = v-(p).
(0): Si @ y 1 son dos férmulas entonces (¢ 0 1)" = Vgoy(p 0 ).
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Tablas de verdad

Construccién de una tabla de verdad

La tabla de verdad de una férmula proposicional ¢ es una forma de
representar todos los posibles valores de verdad que ¢ puede tomar en
todas las posibles valoraciones de las proposiciones atémicas de su
signatura.

La construccién de la tabla de verdad de una férmula ¢ esta basada en
la definicién recursiva de la valoracién de . Por tanto, necesitamos
seguir varios pasos para completarla:
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Tablas de verdad

Paso 2: Siguiendo el orden de construccién de ¢ se escribe la primera fila de
su tabla de verdad.
Para nuestro ejemplo se obtiene:

[plalrft]p=rlprlp=r)]get[(pPAlP=r)V(get) ]
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Tablas de verdad

Paso 1: Tenemos que identificar las proposiciones atémicas y los pasos que
se han seguido para construir . Para eso podemos usar el arbol
estructural ed ¢.

Ejemplo

Volvamos a considerar la formula

e=((pA(p—=r))V(get)

y la figura:

La proposiciones atémicas son p, q, r y t y la construccién de ¢ se
obtiene leyendo su arbol de abajo hacia arriba.
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Tablas de verdad

Paso 3: Se rellenan las columnas que se corresponden a las proposiciones
atémicas con todas sus posibles valoraciones.

P q r t p—r PA(P— 1) q ot (pA(p—r)V(g<t)
I ) 1 o 1 1
0 [0 o1 1 o o o
G o 1o E o 1 1
o o |11 1 o o o
© [ 1|00 1 o o o
0 [ 1o 1 1 o Y 1
G 110 1 o o o
o [ 1 |11 1 o 1 1
1[0 ][00 o o 1 1
i]o0 o1 ° o o o
1010 1 1 1 1
1o |11 1 1 o 1
1[1][0]o0 o o o o
1101 ° o 1 1
1110 1 1 o 1
1111 1 1 1 1

Cuadro: Tabla de verdad de ¢ = (pA(p— r)) V(g < t).

Para nuestro ejemplo serian las primeras cuatro columnas de la tabla, que
contiene 2* +1 = 17 filas.
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Tablas de verdad

Paso 4: Se rellenan todas las columnas siguiendo las valoraciones de los
conectivos légicos vy, en cada fila, las valoraciones de las
proposiciones atémicas.

Para nuestro ejemplo se obtiene la anterior tabla de verdad.
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Modelos y contraejemplos de una férmula.

Ejemplo

En la anterior tabla de verdad, las valoraciones
¥y - {01} ¥y - {01}
p = 0 p = 0
q — 0 y q — 0
roo— 0 ro— 1
s — 0 s — 0

son dos de los diez posibles modelos de la férmula
e=(pA(p—=r)V(get)
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Modelos y contraejemplos de una férmula.

La posibilidad de valorar férmulas proposicionales nos permite definir las
siguientes nociones fundamentales.

Definicién
Se dice que una férmula ¢ es satisfacible bajo una valoracién v (o
que v es un modelo de ¢ ) cuando se verifica que

(p)" =1

Si ¢ es satisfacible bajo v se emplea la notacién v |= .
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Modelos y contraejemplos de una férmula.

Definicién
Se dice que una valoracién v es un contraejemplo de una férmula
cuando se verifica que (p)” = 0.

Ejemplo

En la anterior tabla de verdad, las valoraciones
¥ - {01} ¥y - {01}
p = 0 p = 0
qg — 0 y qg — 0
roo— 0 ro = 1
s = 1 s = 1

son dos de los seis posibles contraejemplos de la formula
e=(pA(p—=r)V(get)
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Modelos y contraejemplos de una férmula.

Definicién
Se dice que una férmula ¢ es satisfacible cuando es satisfacible bajo
alguna valoracion v. En caso contrario se dice que es insatisfacible.

Ejemplo
La férmula ¢ = p A —p es insatisfacible, ya que p y —p no pueden ser
verdaderos a la vez.

Observacién

Las definiciones anteriores se pueden extender a un conjunto de férmulas
& = {p1,¢2,...,pn} pidiendo que la satisfacibilidad de ® sea la
satisfacibilidad simultanea de todas las férmulas que lo definen.
Entonces,

1) & es satisfacible si y sélo si o1 A\ g2 A+ A @, es satisfacible.

2) & es insatisfacible si y sélo si o1 A s A--+ A, es insatisfacible.
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Tautologias, contingencias y contradicciones

Definicién
Sea ¢ una férmula proposicional construida a partir de un conjunto
Y = {p1,p2,p3,...} de proposiciones atémicas.

1. Se dice que la férmula ¢ es l6gicamente valida o una tautologia
cuando es verdadera bajo cualquier valoracion, es decir, si v |= ¢
para toda valoracién v de ¥.

2. Se dice que ¢ es una contradiccién cuando es falsa bajo cualquier
valoracion, es decir, si toda valoracion v de ¥ es un contraejemplo
de . Por tanto una contradiccion es una férmula insatisfacible.

3. Se dice que ¢ es una contingencia cuando entre las valoraciones de
Y existen al menos un modelo y al menos un contraejemplo de .
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Modelos y contraejemplos de una férmula.

Ejemplo

Sea v(p) =0, v(q) =1, v(r) =1 una valoracién del conjunto {p, q,r}.
Entonces v es un modelo del conjunto de dos férmulas

& ={(p—>q)Ar, gAr} yes un contragjemplo del conjunto
b2={pA(g—r), qgAr}
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Tautologias, contingencias y contradicciones

Ejemplos
1) Por definicién,

T  es una tautologia y
L es una contraddiccion.

2) Para toda férmula ¢,

@V -y es una tautologia (ley del tercio excluso) y
@ A - es una contradiccion.

28



Tautologias, contingencias y contradicciones

Ejemplos
3) Usando una tabla de verdad se puede verificar que vale la ley
conmutativa para el conectivo A, es decir, que

pPAG<qAPp

es una férmula Iégicamente valida.

plalprglanp| prgegnp
0ojo| 0 0 1
01| o0 0 1
10| o0 0 1
11| 1 1 1

4) La tabla de verdad de ¢ = (p A\ (p — r)) V (q <> t) nos indica que ¢
es una contingencia.
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Consecuencia légica
Definicién
Sean ® = {1, p2,... pn} un conjunto finito de férmulas proposicionales

¥ ¢ una férmula. Se define deduccién o razonamiento a la formula
(e A2 Ae- Apn) = ).

Para distinguir las premisas del conjunto ® de la conclusién ¢, un
razonamiento se puede representar de la siguiente manera:

¥1
<fgl‘l

@
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Consecuencia légica

Otro concepto fundamental que vamos a definir es el concepto de
consecuencia légica.

Definicion

Se dice que una formula ¢ es consecuencia légica de un conjunto finito
de formulas ® = {¢1, 2, ... pp} si todo modelo v del conjunto ® es
un modelo de la formula ¢, es decir, si

vE® implica que vE e

Si ¢ es consecuencia légica de ® también se dice que ® implica
légicamente a ¢ y se escribe

b= .
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Consecuencia légica

Observacion

Decir que ((p1 A w2 A+ Apn) — @) es una tautologia significa que es
imposible que las férmulas de ® tengan todas el valor de verdad 1y ¢
tenga valor 0. Por tanto ((¢1 A w2 A -+ A@n) — @) es una tautologia si
y sélo si & implica Iogicamente a .

Por el otro lado, una férmula ¢ es siempre consecuencia légica de un
cualquier conjunto de formulas & insatisfacible.

Definicién

Se dice que el razonamiento anterior es correcto o légicamente valido si

(1 A2 A App) o,

es decir, si el conjunto ® de las premisas o hipétesis del razonamiento
implica légicamente a la conclusién o tesis ¢.
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Consecuencia légica

Observacién
Observar que, segtn la definicién anterior, un razonamiento
((pr A2 A=+ Apn) = @) es correcto si y sélo si es una tautologia.

Ejemplos
1) El razonamiento (Modus ponens)

P=a
q
es valido ya que (p A (p — q)) — q) es una tautologia.
2) Todas las implicaciones de la siguiente tabla son razonamientos
correctos.
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Equivalencia de férmulas

En este apartado vamos a estudiar el concepto de equivalencia légica
entre formulas. Veremos que la equivalencia de férmulas es una relacion
binaria de equivalencia. Por tanto, dos férmulas equivalentes pertenecen
a una misma clase de equivalencia légica.

Definicién

Sean ¢ y 1) dos férmulas proposicionales. Se dice que ¢ equivale

légicamente a ¢ si la férmula proposicional (¢ <> 1) es una tautologia.

Si p y 1) son equivalentes se escribe ¢ = ).

Observacién

Se sigue de la definicion que si ¢ y 1) son dos férmulas equivalentes,
entonces tienen los mismos valores de verdad bajo una cualquier
valoracion.
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Consecuencia légica

-—p = p, Ley de la doble negacién
(PAg)EP Leyes de simplificacion
pE(PVa)

(p—q) E (g — —p) Ley de contraposicién

((p—=qg)AN(g—r)) =(p—r) | Ley transitiva de —
E(p ANq)—r)E (p— (g — r)) | Ley de exportacién
(

pA(pP—9q)Eq Modus ponens
(P= g A-q)E-p Modus tolens

Cuadro: Tabla de algunas implicaciones légicas
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Equivalencia de férmulas

Ejemplo
Vamos a verificar la siguiente importante equivalencia Iogica, llamada
interdefinicion:

(p—=a)=(-pVa).

El Gnico caso en el cual (p — q) es falsa es cuando p es verdadera y q
es falsa.

El Gnico caso en el cual (—pV q) es falsa es si —p es falsay q es falsa.
Esto es, el caso p verdaderay q falsa.

Ya que las dos férmulas toman los mismos valores de verdad bajo una
cualquier valoracion, se sigue la equivalencia légica de las dos formulas.
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Equivalencia de férmulas

Observacion

Recordamos que una relacion binaria R sobre un conjunto no vacio A se
dice de equivalencia si es:

Reflexiva: para todo elemento a del conjunto A, R(a,a) es verdadera,
Simétrica: para todo par a y b de elementos de A,

R(a, b) — R(b,a) es verdadera.

Transitiva: para toda terna a, b y c de elementos de A,

(R(a,b) A R(b,c)) = R(a,c) es verdadera.

Se puede demostrar que en el conjunto L de las férmulas bien
construidas, la relacion

p=1v siysélosi (p<«> 1 esuna tautologia)

es una relacién de equivalencia.
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Equivalencia de férmulas

Teorema

(Teorema de sustitucién) Sea 11 una subférmula de . Si, es una
formula tal que 11 = )5, entonces ©[i1 /1] = .

Ejemplo

Sean p=(p—=>q)A(rvV(p—q), v1=p—>qy2=-pVq las
férmulas proposicionales del ejemplo anterior. Sabemos que 11 = 1> por

interdefinicion. Por lo tanto, sustituyendo v, por 1, en ¢, se obtiene
la nueva férmula

ol1/a] = (=pV @) A (rV (=pV q)),

que, por el teorema de sustitucion, es equivalente a la férmula ¢.
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Equivalencia de férmulas

A continuacién vamos a ver como se comporta la relaciéon de equivalencia
l6gica entre férmulas proposicionales respecto a sus subférmulas.
Definicién

Supongamos que 1)1 sea una subférmula de una férmula ¢. Si 1, es
una férmula, indicaremos con el simbolo [y /2] a la nueva férmula
que se obtiene substituyendo (reemplazando) cada ocurrencia de la
férmula 11 en ¢ por la férmula 1),.

Ejemplo

Sea o= (p—=>q)A(rV(p—q)) ysea 1 =p— q. Se puede observar

que 1 es una subférmula de p. Sea ahora 1, = —pV q. Sustituyendo
1 por Yo en ¢, se obtiene la nueva férmula

elYr/d2] = (=pV @) A (rV (=pV q)).

Equivalencia de férmulas
eAL=L Leyes de Identidad
pVi=¢y
No Jiccis
Tercio excluso
vAe=v oVe=gp dempotencia
w1 A (P11 Vw2) = ¢1 w1 V(1 A w2) = ¢1 Absorcién
P1LAP2=vaAv1  P1Ves=wv2Ve1 Conmutatividad
(p1 « ©2) = (2 & ¥1)
(1 A 92) A w3 = 21 A (v2 A ©3) Asociatividad
(P1V @2) Vo3 = @1 V (p2 V ¥3)
?1 A (92 V 03) = (P1 A 92) V (01 A @3) Distributividad
w1 V(P2 Aw3) = (v1V @2) Aler V ¥3)
w1 = (P2 A w3) = (p1 — w2) A(e1 — »3)
v1 = (P2 Ve3) = (v1 = ©2) V (p1 = ¥3)
Doble negacisn
Ley de contraposicion
Leyes de De Morgan
(1 V 92) = ~p1 A o2
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Refutacion

Los métodos de demostracion por refutacién pertenecen a los sistemas de
demostracién indirectos que, como ya comentamos, son mas modernos
que los métodos de demostracién axiomaticos y mas adecuados para su
automatizacion.

Estos métodos nos proporcionan asi una nueva forma de verificar la
validez de férmulas y de razonamientos.

Un ejemplo de sistema de demostracién por refutacion es la teoria de los
tableaux, que vamos a estudiar en las siguientes secciones.

Vamos ahora a ver cémo se pueden emplear métodos indirectos para
verificar la validez de una férmula o de un razonamiento.
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Refutacion

Ejemplo

Si queremos demostrar que la férmula

e:a(pA(PV@))VPp

es una tautologia, podemos usar una razonamiento por reduccion al
absurdo. Se trata de suponer que exista un modelo para

o =(pA(pVq))A—p yllegar a un absurdo.

Ahora, ~p = (pA(pV q)) A—p es verdaderasiy solosi pA(pVq) y
—p son verdaderas. De la primera condicién se deduce que p es
verdadera y de la segunda que p es falsa. Asi que p tendria que ser
verdadera y falsa al mismo tiempo y esto es imposible.
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Refutacion

Procedimiento por reduccion al absurdo de demostracion de la
validez de una férmula .

Recordamos que:

Una férmula ¢ es una tautologia si y sélo si su negaciéon —¢ es
una contradiccién (insatisfacible).

Si queremos usar un método de reduccién al absurdo (o refutacion) para
demostrar una férmula ¢ es una tautologia, tenemos que suponer que su
negaciéon —¢ no sea una contradiccién (es decir, que tenga al menos un
modelo) y llegar a una conclusién absurda (una contradiccién).

Si nuestro método funciona, podemos refutar — vy afirmar la validez de

%8
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Refutacion

Procedimiento por reduccion al absurdo de demostracion de la
validez de un razonamiento.

El siguiente teorema afirma que la deduccién ® — ¢ es una tautologia
(una implicacién légica) si y sélo si no pueden ser simultaneamente
verdaderas todas sus premisas y la negacién de su conclusién:

Teorema
Sean ® = {p1,¢2,... pn} un conjunto finito de férmulas proposicionales
y ¢ una férmula. Entonces las siguientes son equivalentes:
> ((p1 A2 A+ App) — ¢) es una férmula valida (una tautologia,
un razonamiento valido).
> ((p1 A2 A+ App) A=(p)) es una contradiccion (Reduccion al
absurdo).
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Refutacion

Observacién
Se puede notar que, por interdefinicién, la formula
((p1 A2 A+ Apn) = @) es equivalente a la férmula
(=(p1 A2 A+ Awn) V). Por tanto, su negacion es equivalente a la
férmula
(1 A2 A= Apn) A= ().

Se sigue que el teorema anterior afirma que el razonamiento

((pr A2 A~ Apn) — @) es vélido (es una tautologia) si y sélo si su
negacion ((p1 A2 A -+ App) A—(p)) es insatisfacible (una
contradiccion). Simplemente se esta aplicando el método de reduccion al
absurdo para demostrar la validez de la férmula

((p1 A2 A~ Apn) — @), que es un razonamiento.
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Definicion de los tableaux

Durante el estudio de los tableaux semanticos descubriremos que la
verdadera naturaleza de las reglas que los definen es sintactica y que, por
tanto, la presentacién semantica (y no sintactica) de la teoria de los
tableaux tiene su principal justificacién en su mayor simplicidad y claridad.
Los tableaux semanticos se basan sobre el método de reduccién al
absurdo y son un procedimiento sistematico para verificar si una
férmula es insatisfacible (una contradiccion).

Dada una implicacién ¢ — 1), su negacién ¢ A =) es insatisfacible si y
s6lo si ¢ — 1) es una implicacién légica.

Mas en general, si una férmula es insatisfacible (una contradiccién), su
negacion es una tautologia y, por tanto, un tableau permite averiguar
si una férmula es l6gicamente valida (una tautologia).
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Refutacion

Ejemplo

Por definicién de implicacion logica, para verificar que p = (g — p),
hace falta demostrar que la férmula (p — (q — p)) es una tautologia.
Aplicando el teorema anterior (el método de refutacion), es suficiente
verificar que la férmula p A —(q — p) es insatisfacible (es una
contradiccién).

Para toda valoracion tal que —(q — p) es falsa, p A =(q — p) es falsa.
Si una valoracion es tal que —(q — p) es verdadera, entonces (q — p)
es falsa, es decir, tiene que ser q verdadera y p falsa. También en este
caso nuestra férmula p A —(q — p) resultaria ser falsa.

Se sigue que p A —(g — p) no admite ningin modelo y, por tanto, es
insatisfacible.
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Definicion de los tableaux

Ademas, en muchos casos los tableaux son mas eficientes que las tablas
de verdad (donde para una signatura formado por n proposiciones
atémicas tenemos 2" posibles valoraciones), proporcionan una teoria para
programar herramientas de demostracién automatica y tienen una
extension natural a la légica de predicados de primer orden.

Estudiaremos otras dos aplicaciones de la teoria de los tableaux
semanticos:

- la clasificacién de férmulas proposicionales en contradicciones,
tautologias o contingencias y

- la obtencién de sus formas normales conjuntivas o disyuntivas.
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Férmulas conjuntivas y disyuntivas

Antes de poder definir la teoria de los tableaux semanticos, necesitamos
profundizar en el analisis semantico de las férmulas proposicionales.

Se puede demostrar que toda férmula proposicional es equivalente a otra
donde intervienen sélo los conectivos =, Ay V.

Esta propiedad se suele expresar diciendo que el conjunto {—,A,V} es
un conjunto adecuado de conectivos para la légica proposicional.
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Férmulas conjuntivas y disyuntivas

Usando las equivalencias l6gicas estudiadas, podemos recoger en la
siguiente tabla todas las posibles férmulas conjuntivas, disyuntivas y
simplificables.

Formulas conjuntivas y disyuntivas

El anterior resultado justifica las siguientes definiciones, que nos permiten
clasificar mas facilmente las férmulas proposicionales:

Definicién

(Férmulas conjuntivas y disyuntivas)

Si una férmula proposicional « es equivalente a una conjuncién de otras
dos férmulas mas sencillas, o = ay A ap, diremos que es una formula
conjuntiva (de la categoria «).

Si una férmula proposicional 3 es equivalente a una disyuncion de otras
dos férmulas mas sencillas, 3 = 31V B2, diremos que es una férmula
disyuntiva (de la categoria j3).

Si una férmula proposicional o es del tipo =T, =L o =~y diremos que
es simplificable (de la categoria o) y su forma simplificada es o1, que
esiguala L, T o ¢, respectivamente.

Las férmulas conjuntivas, disyuntivas y simplificables se llaman férmulas
reducibles.
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Formulas conjuntivas y disyuntivas

Usando arboles con raiz, podemos ahora representar las férmulas
reducibles de la tabla anterior por medio del siguiente esquema:

e
|

age

Be

e
|

o1e

Férmulas conjuntivas Formulas disyuntivas
a (21 a2 B B Be
AP ® ¥ oV ® ¥
~(eve) | e ¥ | (eAd) —p —
“(e—=v) | e — o= —p (G
vt Je=Y Yoo | Aeod) | Ale=y) (W —e)
Férmulas simplificables
[oa a1
=T 1
—p ©

Cuadro: Férmulas reducibles
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aze

Cuadro: Esquema de reduccién de férmulas

que se puede interpretar de la siguiente manera:

» Una férmula conjuntiva a = a1 A az, puede ser verdadera sélo en un
caso: sus dos férmulas componentes a1 y a2 tienen que ser verdaderas a
la vez.

» Una férmula disyuntiva 3 = 81 V B2, es verdadera en dos casos: si (1 es
verdadera o si 2 es verdadera.

» Una férmula simplificable o = o1 es verdadera sélo en un caso: o; tiene
que ser verdadera.

52



Férmulas conjuntivas y disyuntivas

Por tanto, las férmulas «, B y o que aparecen como etiquetas de las
raices de los arboles de la tabla (5) tendran valor 1 si asignamos valor 1 a
las férmulas que ocupan los demas vértices.

Observacién

El hecho de que toda férmula proposicional es equivalente a otra donde
intervienen sélo los conectivos =, A y \V implica que toda férmula
proposicional es equivalente a una férmula conjuntiva, a una
formula disyuntiva o es simplificable.
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Tableaux semanticos

Tableaux semanticos Dado un conjunto finito de férmulas
proposicionales ®, queremos asociar a este conjunto un arbol con raiz
que nos permita determinar facilmente propiedades semanticas del
conjunto . Este arbol sera el tableau asociado a &.
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Formulas conjuntivas y disyuntivas

Ejemplo
Sea
o= (¥ x)
la férmula proposicional que se quiere reducir. La regla de interdefinicion
nos permite reescribir nuestra férmula de forma equivalente como una
férmula disyuntiva
B=-pV (¥ x),
donde
Brime y B2t x)
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Tableaux semanticos

En este capitulo necesitamos ampliar un poco la terminologia asociada al
concepto de arbol con raiz.

Definicién

1) Recordemos que una rama de un arbol con raiz es un cualquier
camino simple que no pueda prolongarse a otro mas largo.

2) Un arbol con raiz es binario si todos sus vértices no tienen mas que
dos hijos.

3) Un arbol de férmulas T es cualquier arbol con raiz binario que
tenga asociada a cada uno de sus vértices una férmula proposicional
(cada uno de sus vértice esta etiquetado por una férmula proposicional).
4) Una rama 6 de un arbol de férmulas T se dice cerrada si L aparece
en 0, o si ambas formulas ¢ y —p aparecen en 6.

5) Una rama 0 de un érbol de férmulas T se dice abierta si no es
cerrada.
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Tableaux semanticos

Antes de definir formalmente el método de los tableaux, vamos a ver un
ejemplo de como se construye un tableau asociado a un razonamiento.

Ejemplo

(Ejemplo de construccion de un tableau asociado a un razonamiento)
Consideramos el razonamiento:

1) Si quiero comer fruta y hay una fruteria cerca, entonces soy feliz.
2) No soy feliz.

3) Quiero comer fruta.

Por tanto,

4) No hay una fruteria cerca.

Sean p = quiero comer fruta, q = hay una fruteria cerca y r = soy feliz.
El razonamiento anterior sera vélido si {p A q — r,—r,p} = —gq.
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Tableaux semanticos

Ejemplo
De forma equivalente, tenemos que verificar que el conjunto de férmulas

®={pAg—r-rp-g}

es insatisfacible.
Conviene siempre transformar las férmulas de ¢ en férmulas
equivalentes, que contengan sélo conectivos del conjunto
{=A,V}:

pAGg—=r=-(pAq)Vr=-pV-qVr,

-—g =gq.

Ahora empezamos a construir un arbol de férmulas Ty con la regla de
inicializacién que consiste en dibujar un primer drbol con una dnica rama
cuyos Vértices estan etiquetados por las férmulas de nuestro conjunto ®.
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Tableaux semanticos

Ejemplo
Ya que los tableaux usan el método de refutacion, podemos afirmar la
validez del razonamiento anterior si demostramos que la férmula

(pPAg—=r)A=rApA-—q

(la negacion del razonamiento anterior) es una contradiccion.
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Tableaux semanticos
Ejemplo
To es nuestro tableau inicial:
e —pV-qVr
|
L) -r
To |
. P
|
. q
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Tableaux semanticos

Ejemplo

Ahora intentamos simplificar las férmulas anteriores y obtenemos un
nuevo tableaux Ty, que es una extension del anterior. En Ty, marcamos
con el simbolo v las férmulas que hemos reducido y cerramos con el
simbolo t aquellas ramas que contienen un conjunto de férmulas
insatisfacible:

—pV g Vv

T1

-pV-q e . r

Hemos cerrado la rama derecha de Ty que contiene las férmulas —r y r,
ya que esto quiere decir que el conjunto de férmulas {—r, p,——q, r}
(todas las que aparecen en esta rama, eliminando las que llevan el
simbolo v') es insatisfacible.
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Tableaux semanticos

Ejemplo

Veremos que, en el caso de obtener sélo ramas cerradas, se podra deducir
que el conjunto ® es insatisfacible: no es posible asignar valores de
verdad 1 a las férmulas que aparecen como etiquetas del drbol T sin
caer en una contradiccién. Por tanto, nuestro razonamiento inicial es
valido.
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Tableaux semanticos

Ejemplo
Ahora, usando su rama izquierda, podemos extender Ty a un nuevo
arbol T, :
. —pV g Vry
|
. -
I
4 P
T2 ‘. a
/N
—pV gV . . r
AN i
b e e g

Las tres ramas de este dltimo arbol estan cerradas ya que cada una de
ellas contiene una contradiccion: la primera contiene el conjunto {p,—p},
la segunda el conjunto {q,—q} y la tercera el conjunto {=r,r}.
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Tableaux semanticos

Vamos entonces a definir los tableaux semanticos. Como veremos, esta
definicién sera, una vez mas, una definicién recursiva.

Definicién
Sea
& = {01,902, ., ¢n}

un conjunto finito de férmulas proposicionales.

Un tableau T asociado al conjunto ® es cualquier drbol de férmulas
que pueda construirse en un namero finito de pasos mediante las reglas
de formacién que se definen a continuacion.
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Tableaux semanticos Tableaux semanticos

Definicién
Reglas de formacién de un tableau:

» Regla de inicializacién (R;,): el tableau inicial es un arbol de
férmulas Ty con una Gnica rama cuyos vértices estan etiquetados
por las férmulas del conjunto ®.

> Regla de reduccion (R, ): si una rama abierta 6 de T incluye un
vértice etiquetado por una férmula conjuntiva a = a3 A ao,
podemos extender T a un nuevo tableau T’ (una extensién
directa de T ) prolongando 0 de forma lineal, con dos nuevos
vértices a1 y ap. Se afiade a la férmula conjuntiva el simbolo v .
Esta regla no se aplica si la rama abierta 0 ya contiene a1 y .
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Tableaux semanticos

Definicion

> Regla de reduccion (R,): si una rama abierta 0 de T incluye un
vértice etiquetado por una férmula simplificable ¢ = o1, podemos
extender T a un nuevo tableau T' (una extension directa de T )
prolongando 6 de forma lineal, con un nuevo vértice oy. Se afiade a
la férmula simplificable el simbolo v .
Esta regla no se aplica si la rama abierta 0 ya contiene o1.

> Regla de cierre (R.): si una rama abierta 0, contiene L o ambas
férmulas ¢ y - aparecen en 0 se cierra usando el simbolo f.
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Definicion
> Regla de reduccion (Rg): si una rama abierta 0 de T incluye un
vértice etiquetado por una férmula disyuntiva = 31V 3,
podemos extender T a un nuevo tableau T’ (una extensién
directa de T ) bifurcando 0 con dos nuevos vértices B1 y B2, que

sean hijos del vértice 3. Se afade a la férmula disyuntiva el simbolo
V.

Esta regla no se aplica si la rama abierta 6 ya contiene 31 o [(».
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Tableaux semanticos

Las siguientes definiciones permiten saber cuando no es posible extender
ulteriormente un tableau, es decir, cuando termina nuestro procedimiento
de reduccién de férmulas.

Definicion
> Una rama 0, de tableau T esta completa (6 saturada) si y sélo si

se cumplen bf las tres siguientes condiciones:

1) Si a = a1 A ay pertenece a 0, entonces ay y an pertenecen a
0

2)Si B=p1V By pertenece a 0, entonces By 6 B2 pertenece a 6.
3) Si o = o1 pertenece a 0, entonces o1 pertenece a 0.

» Un tableau esta cerrado si todas sus ramas lo estan.

» Un tableau esta acabado si todas sus ramas estan cerradas o
completas.
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Tableaux semanticos

Observacion

Dado un conjunto de férmulas, el tableau asociado a esto conjunto no
queda anicamente definido.

Estrategias para simplificar los tableaux:

Para intentar minimizar la complejidad del tableau que se obtiene, en
general es conveniente reducir primero férmulas de tipo o y «, o
férmulas que permitan cerrar ramas.

Entre las restantes férmulas, conviene reducir las mas sencillas antes que
las mas complejas.

69

Tableaux semanticos

T(¥) . (PV-rvg) ArA-gv
|
. pV-orvagy
|
) r
|
L] ﬁq
AN
pV-ry ) . q
AN i
p ° o —r
i

Figura: Tableau acabado de ¢ = (pV —=rV g) ArA—gq.
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Tableaux semanticos

Las siguientes definiciones y teoremas permiten interpretar un tableau
acabado.
Definicién
» Una rama 0 de un tableau es satisfacible si y sélo si existe una
valoracién que satisface las férmulas de 6.

» Un tableau T es satisfacible si y sélo si existe una valoracién que
satisface las férmulas de alguna de sus ramas.

Lema
(Lema de reduccién) Si un tableau T' es extension de un un tableau
T, toda valoracién que satisface T satisface también T'.

Teorema
(Suficiencia y adecuacién) Un conjunto de férmulas proposicionales ®
es insatisfacible si y sélo si se le puede asociar un tableaux cerrado Te.

70

Tableaux semanticos

Ejemplo

Sea T(p) el tableau acabado de la figura 1 asociado a la férmula
p=(pV-rvaqg)ArAn-g.

T(p) tiene la primera rama abierta. Si asignamos valor de verdad 1 a

todos los literales (formulas atémicas o negaciones de ellas) que son las
etiquetas de esa rama, obtenemos que

{p=1,-q9=1r=1}
son valores tales que ¢ es verdadera. Por tanto, la valoracién
{p=149=0r=1},

es un modelo para .
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Tableaux y razonamientos

Sea ® — ¢ un razonamiento. El teorema (3) asegura que el tableaux
asociado a la negacién del razonamiento —(® — @) = ® A —p es
cerrado si y sélo si el razonamiento es valido.

Por el otro lado, si el tableaux asociado a ® A —p no es cerrado,
contendra una rama abierta 6 que nos permite hallar un contraejemplo a
la validez del razonamiento (toda valoracién que satisface 6 es un
contraejemplo).
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Tableaux y razonamientos

Ejemplo

Podemos simplificar la construccion del tableaux asociado escribiendo
todas las férmulas en términos de los conectivos {—, A, V}.

Usando equivalencias semanticas, obtenemos que el razonamiento dado
se puede rescribir como:

(=pV =gV =r)A(=pVrVaq)
(=qAT)V-p
(grr)vp
pAgA-r
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Tableaux y razonamientos

Ejemplo

Consideremos el siguiente razonamiento:

p—(q ¢ -r)
(qV-r)—-p
(gnr)vp
pPAgGA—r

Para verificar su validez usando tableaux, tendremos que refutar la
férmula que se obtiene como conjuncién de todas las premisas con la
negacion de la conclusion.
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Tableaux y razonamientos
Ejemplo
El tableau completo asociado es:
-‘ (7P V =gV =r)A(=pVrVa)
-‘ (manr)V-p
. (@nrvpe
¢ pveave
¢ eveav
s eviva
VN
7/ N
. —qATr —pe
| /N
. —a anre ep
| I
. . ae
VAN |
ane [N » e
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Tableaux y razonamientos Tableaux y clasificacion de férmulas

Sea T(¢p) el tableaux asociado a una férmula .
> Si T(p) es cerrado, ¢ es una contradiccion (es insatisfacible).
> Si T(yp) tiene al menos una rama abierta, ¢ es satisfacible y
tenemos que construir el tableaux T(—¢) asociado a —¢. Hay dos
posibles casos:

> si T(—yp) es cerrado, ¢ es una tautologia,
> si T(—y) tiene al menos una rama abierta, ¢ es una contingencia.

Ejemplo

El tableaux completo obtenido tiene dos ramas cerradas y dos abiertas.
Estas altimas nos proporcionan dos contraejemplos del razonamiento, que
se obtiene dando valor 1 a los literales que aparecen como sus etiquetas:

{p=1r=1,9=0} y {p=0,r=1q9=1}.
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Tableaux y clasificacion de férmulas Tableaux y clasificacion de férmulas
Ejemplo Ejemplo . f -
Sea ¢ :p— (pAq) laformula que se quiere clasificar. Ai}\ora, ﬁv(p ) ﬁ(jlptvb(/p A q)7)_) es equivalente a las forma conjuntiva
¢ es equivalente a las forma disyuntiva —pV (p A q) y el tableaux pA(mpV =) el tableaux T(=p) es
T(p) es o pA(=pV-g)
e pV(pAg) T(y) \
T(y) AN . p
/ N |
pe *pAq . -pV q
| A\
°P / N
‘ pe ®q
L] q ﬁ
Ya que hay dos ramas abiertas, ¢ es satisfacible (un modelo es, por ) ) ) B
ejemplo, {q=1,p = 1}). Hay una rama abierta y, por tanto,  es una contingencia (la valoracién
{g=0,p=1} es un contragjemplo de . )
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Tableaux y formas normales disyuntivas y conjuntivas

Vamos ahora a ver como la teoria de los tableaux semanticos se puede
aplicar para hallar la forma normal disyuntiva y conjuntiva de una
férmula proposicional.

Representar un férmula ¢ por medio de su formas normales disyuntiva y
conjuntiva permite aplicar nuevos métodos de refutacién como el método
de resolucién.

Siendo sus formas normales una nueva manera de expresar una férmula
por medio de los conectivos del conjunto {—, A, V}, no es sorprendente
que, también en este caso, la teoria de los tableaux sea una herramienta
de calculo efectiva.
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Tableaux y formas normales disyuntivas y conjuntivas

Convenios:
» Un literal se puede considerar como una disyuncién o una conjuncién.

> | representa una disyuncién, una clausula disyuntiva o una FND vacia
(siempre falsa).

» T representa una conjuncién, una clausula conjuntiva o una FNC vacia
(siempre verdadera).

Teorema

Sea ¢ una férmula. A partir de las proposiciones atémicas de ¢, se
pueden siempre construir una forma normal disyuntiva, FND(y), y una
forma normal conjuntiva, FNC(y), tales que

©9=FND(p) vy  ¢=FNC(p).
Ademas, por las leyes de De Morgan y de la doble negacion,

FNC(p) = ~FND(—).
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Tableaux y formas normales disyuntivas y conjuntivas

Definicién
(Formas normales disyuntivas y conjuntivas)
1. Un literal es cualquier férmula de la forma p (literal positivo) o —p
(literal negativo), donde p es una proposicién atémica.
2. Una clausula disyuntiva es cualquier disyuncion de literales.
3. Una clausula conjuntiva es cualquier conjuncion de literales.

4. Una formula esta en forma normal disyuntiva (FND) si es una
disyuncién de clausulas conjuntivas.

5. Una férmula estd en forma normal conjuntiva (FNC) si es una
conjuncion de clausulas disyuntivas.
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Tableaux y formas normales disyuntivas y conjuntivas

Calculo de las formas normales disyuntiva y conjuntiva mediante

tableaux
Dado un tableau acabado T(y), sean 61,0a,...,60, sus ramas abiertas.
Para todo i € {1,2,...,n}, sea ®; las férmula obtenida como conjuncién

de los literales de la rama 6;.
Por el lema de reduccién (1) se obtiene que

FND(p) = ®1 VP VD3 V-V,

Observacion

Las ramas cerradas de T(yp) contribuyen a FND(p) por una disyuncién
con L y se pueden ignorar.

Si T(p) esta acabado, para determinar FND(y) es suficiente considerar
solo los literales que aparezcan en sus ramas abiertas, ya que todas las
demds férmulas ya han sido reducidas.
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Tableaux y formas normales disyuntivas y conjuntivas

Aplicando las anteriores consideraciones y la equivalencia
FNC(p) = -FND(—¢), vamos a ver como T(p) y T(—¢) permiten
calcular FND(p) y FNC(yp).

Ejemplo
Sea ¢ :p— pAq laférmula clasificada en el ejemplo anterior.
Ya comentamos que, usando equivalencias légicas, se obtiene que

9 =-pV(pAq)=FND(p).
Vamos ahora a obtener FND(p) mirando al tableaux acabado T (),

. —PV(pAq)
T(v) /N
s AN

—pe eprg
|
op
|
°q

Observamos que hay dos ramas abiertas, con ®1 =-p y ®2 =pAq.
Por tanto, en este caso, FND(p) = ®1V &, =-pV (p A q).
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Tableaux semanticos

Ejemplo
Entonces

FND(—¢) = (p A—p) V (pA—q) (si no ignoramos la rama cerrada),

FND(—~¢) = pA—q (siignoramos la rama cerrada).

Se sigue que

FNC(p) = =FND(=¢) = ~((pA=p)V(PAq)) = ~(pA-p)A(pA-G) =

=(=pVp)A(=pVaq)

FNC(p) = ~FND(~¢) = ~(p A ~q) = =V q.
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Tableaux semanticos

Ejemplo
Usando equivalencias Iogicas, obtenemos que

~¢ ==FND() = pA(=pV ).

Mirando al tableau acabado T(—),

e pA(=pV—a)
T(=) \
e p
\
. —pV g
AN
/ AN
‘\p. .‘\q
11

observamos que hay una sola rama abierta, con ®, = p A —q.
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